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Zarys referatu

B Co to sg procesy gaussowskie?

rozktad normalny, macierz kowariancj,
najlepsze liniowe predyktory,
warunek istnienia

B Procesy stacjonarne:

funkcja autokorelacji, funkcja czeSciowej autokorelacji,
algorytm Durbina-Levinsona,
interpretacja teorioinformacyjna

B Wzory na sume autokorelaciji.
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Miara prawdopodobienstwa

J C 2% jest o-ciatem, gdy
1. Q € J,
2. AeJ —= Q\AcJ,

3. (VneN:A,€J) = Upendn € J.

P : J — [0,1] jest miarg prawdopodobienstwa, gdy
1. P(Q2) =1,

2. P (UpenAn) = X nen P(Ar) dlarozigcznych A,,.
X : Q2 — B jest zmienna losowa. Definiujemy zdarzenie

(X €A) :=X"1(4).

P(X € A) jest okres$lone wtw., gdy X~1(A) € 7.
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Gestosc prawdopodobienstwa (rozktad zmiennej)
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Rozklady zmiennych

B miara prawdopodobienstwa:

P(X € A) := /Apx(az)dm = P(X1(A)) = /X_I(A) dP

B warto$¢ oczekiwana:
(F0) = [ f@px(@)de = [ fX)ap

P(A) moze bycC okreslone takze, gdy A # (X € A).
Definicje z d P sg wygodniejsze dla duzych zbioréw zmiennych.

FdP := P(A i
/ d sup Y P )argu:nrégteAF(argument)

rozbicie AErozbicie
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Procesy stochastyczne

Proces to dowolny zbior zmiennych, np. nieprzeliczalny,
okreslonych na tej samej przestrzeni zdarzen €.

Gestosci tych zmiennych spetniajg warunki zgodnosci:

PX1yery X (T1s ey Tp) = /pxl,...,xn,xn+1(w1,---,wn,wn+1)dwn+1-

tw.tw. Kotmogorowa o procesie i rozszerzeniu:

Kandydaci na gestosci px, .x.,,....x,., * € N, spetniajacy
warunki zgodnosci definiujg miare prawdopodobienstwa P
na pewnym o-ciele.
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Procesy gaussowskie

Wielowymiarowy rozktad normalny (Gaussa) to najprostszy
algebraicznie model zaleznych zmiennych losowych:

B Latwo podac wielowymiarowe gestosci.
B katwo wyrugowac wielowymiarowe gestosci z rozwazan.

Do tego:

B Dowolny cigg kombinacji liniowych zmiennych
o wielowymiarowym rozktadzie normalnym ma
wielowymiarowy rozktad normalny.

B Dowolny cigg zmiennych o wielowymiarowym rozktadzie
normalnym mozna wyrazi¢ jako cigg kombinacji liniowych
niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym.

Dowolny cigg zmiennych gaussowskich mozna uzupetni¢ do
nieprzeliczalnego procesu tworzgcego przestrzen Hilberta.
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Jednowymiarowy rozklad Gaussa (normainy)
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Jednowymiarowy rozklad Gaussa (normailny)

B gestos$¢ prawdopodobienstwa:

B 1 1 |x|?
pX(m) _ [271'0'2](1/2 exp —2d * 0_2

B wariancja:

o :=+/Var(X) >0
Var(X) == (|1X — (X)) = (IX?) - [(X)[

Stacjonarne procesy gaussowskie, czyli o zwigzkach pomiedzy zwykig i cze$ciowa funkcja autokorelacji — p. 9/25



Wielowymiarowy rozklad Gaussa (normainy)

B gestos$¢ prawdopodobienstwa:

exp ZZCB T(n)™"]

[(27)™ det T'(n)]%/2

PX1, Xt X, (X1 T2y ey Tpy) =

B macierz kowariancji (hermitowska, I';; = I ;)

I'(n)i; =Ti; = Cov(Xi; Xj)
Cov(X;Y) :=((X — (X)* (Y — (Y)))
=(X"Y) — (X7)(Y)

Cov(X; X) = Var(X)
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Analogiado o >0

Nie kazda macierz hermitowska jest macierzg kowarianciji.

Mamy

n n n
* . — * o o ]
Var E a; X; _E E a;l';ja;.
=1

=1 73=1

Macierz T'(n) musi by¢ nieujemna okreslona, tzn.

n mn
Va; € C: Z Z a;:T';5a; > 0.
1=17=1

Jest to warunek konieczny i dostateczny istnienia procesu.
Tylko jak go efektywnie sprawdziC?
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Proces stacjonarny

Wezmy szereg czasowy czyli proces

X, ={X;:i=..,—-2,1,0,1,2,...}.

Dla utatwienia ograniczymy sie do procesow stacjonarnych.
B proces stacjonarny:

I‘(n)z-j == Fij == COV(XZ';XJ') == ")/(’i — ])

B funkcja autokowarianciji:

¥(n) := Cov(Xy; Xo)
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Funkcja autokorelacji

B korelacja:

Corr(X,Y) :=

Cov(X;Y)

v/ Var (X) - Var (Y) ’

|Corr(X,Y)| <1

B funkcja autokorelacji (ACF):

p(n) := Corr(Xn; Xo) = v(n)/~(0)

B autokowariancja ma prosty estymator:

N—n

1
7(n)zN Z

k=1

% p—

LN
Tl — — T;
k NZ J

1 N
Jj=1
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Twierdzenie o rzucie ortogonalnym

Xz’ YB Z anj
jeB
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Twierdzenie o rzucie ortogonalnym

Dla kazdych zmiennych (X) je B istnieje jednoznaczny rozktad
zmiennej X; na najlepszy predyktor 7 i innowacje Y;Z:

Xz’ — (I)zB + Y;Ba
takie, ze

(I)zB — Z ¢5Xja COV(}fz'B§Xj) =0, je€B,
JjEB

Var (Y;B) = Jmin Var | X; — Y a;X;
jl)ieB jEB

Dla danej macierzy kowariancji qbg oblicza sie
z algorytmu ortogonalizacji Grama-Schmidta.
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Probabilistyczna niezaleznos¢

Zbiory zmiennych gaussowskich (X;):;ca oraz (X;)en

sg probabilistycznie niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

Cov(X;; X;) =0, 1€ A, je€EB.

Whiosek:

Dla zmiennych gaussowskich innowacja Y;2

jest probabilistycznie niezalezna od (X ) eB-
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.Niezwykila” funkcja autokorelacji

B (zwykta) funkcja autokorelacji (ACF):

p(n) := Corr(Xpn; Xo) = v(n)/~(0)

B funkcja czesciowej autokorelacji (PACF):
a(n) := Corr(Y,}" 1, v, ")

= Corr(X,, — @i‘"_l; Xo — <I>(1)m_1)

n:m: ={n,n+1,..,m}
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Warunek istnienia procesu — prosciej

Istnieje bijekcja (p(1), ..., p(n)) «— (a(1), ..., x(n)).
B Warunek dla ACF:

Va; € C: ZZa;‘p(i — j3)a; > 0.
1=173=1
B Warunek dla PACF (Ramsey 1974):
la(n)| <1 dlawszystkichn > 1,
la(k)] =1 =— a(n) =0 dlan > k.
To jest warunek dla PACF obliczonego z ACF.

To PACF a nie ACF jest ,,prostszym” obiektem.
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Predyktory dla stacjonarnych

Rownowazne definicji PACF:
Cov(Yn2_’|_'"’1; lem) = a(n) Cov(le’"; lem)’
Cov (Y5 X1) = a(n) Cov(Y ™" Y¥7),
COV(YnZ_:l_’n'l; X1) = a(n) Cov(Y;#"; X1).

Z ostatniego wynika:

CJOV(Ynz_’|_"1 — a(n)le""’;Xj) =0, j5€e{1,..,n},

Y2 — a(n)Y#" = const Y1,/ — X

_(1)721:_7:1 L a(n)Y12:'n — _(I);t_?l +M,

gdzie const = 1, bo Ynljf';l liniowo niezalezne od reszty.
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Predyktory dla stacjonarnych

n
1:mn __ ) .
(I)'n,—l—l — Z ¢nJXn+1—J
J=1

n
1: *
Bo" =D b X;
j=1

y

—1 dajy =20
Pnj = { 71{3;'1,n+1—j = (qb(l);.’” * dlajy e {1,...,n}
0 dla innych 3

Var(Y, 1"~ 1)
Vp 1=
Var(X,,)
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Algorytm Durbina-Levinsona

vo =1, a(l)=p(1)
v = [1 — |a(n)|?] vn—1

Pnj = Pn—-1,j — (M)} _q 1

Istnieje bijekcja (p(1),...,p(n)) «— (a(1),..., x(n)):

a(n+1) = |p(n+1) =Y ¢rp(n+1-3)| /v

i=1

p(n+1) =vpa(n+1)+ > ¢.p(n+1—j)

i=1
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Interpretacja teorioinformacyjna

Entropia blokowa i informacje wzajemne:
Hx(n) := H(X1,...,Xn) =nHx(1) + » (n—k+1)A?Hx(k),
k=2

1 d
=5 [1 4+ dlog(27)]n + 5 logdet I'(n)

I(Xq1;X5)

d
~ % log [1— |p(n — D],
2 d 2
I(X1; Xn|X2im—1) = —A“Hx(n) = —5 log [1 — |la(n — 1)| ] .
n—1

detT(n) = v(0)" [ [1 — |a(k)|?]"".
k=1
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Czesciowe podsumowanie

Stacjonarne procesy gaussowskie sg prostym modelem
zaleznych zmiennych losowych.

Mimo ze najtatwiejsza do estymacji jest funkcja autokorelacii,
klase stacjonarnych procesdw gaussowskich najproscie;
i najogoblniej parametryzuje czesciowa funkcja autokorelacji.

W modelu tym istniejg proste algorytmy na obliczanie
autokorelacji, najlepszych predyktorow i miar informacii.

Klasyczny problem:

Czy mozna zgrubnie scharakteryzowac ogdlny przebieg ACF
dla danego PACF bez dtugotrwatego liczenia?

(Troche na ten temat napisano, ale nie wyczerpano.)
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Jeden z gilownych moich rezultatow

Jezeli Y 72, |a(k)| < oo, |a(k)| < 1, to zachodzi

S o lp(k)] < oo, (1)
2 1+ |a(k)| 2
lp(k)]| : (2)
,2_:,, P H (1 — |a<k)|)
0 . 1— (k)] & 1+ |ak)]
(k)ezkw c |: ’ :| (3)
k;,o” kl;[llJrla(k)l ,Ell—|a<k>|

zas$, jezeli a(k) € R dla wszystkich k, to

o0 214 (x1)ka(k)
> (£1)*p(k) = k];[l T (EDFalk)” (4)

k=—oco
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Kilka wnhioskow z (4)

Jezeli (£1)*a(k) < 0
Zwigkszenie |a(k)| powoduje zmniejszenie Y72 _ __(£1)*p(k).
Jezeli (£1)*a(k) > 0
Zwigkszenie |a(k)| powoduje zwigkszenie 72 __(£1)*p(k).

1+ (:tl)"’a(k)
— (£1)*a(k)

1]

k= 1

H (1 + (£1)"2a(k))

Potozenie (1)*a(k) > a > 0dla N réznych k
implikuje, ze (£1)™p(m) > 0 zachodzi

dla co najmniej (1 4 2a)™ réznych m, poniewaz |p(k)| < 1.
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