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Prawo Herdana (scatkowana wersja prawa Zipfa)

Rozpatrujemy teksty w jezyku naturalnym (np. w j. polskim):
@ V — liczba réznych stéw w tekscie,
@ n — dtugos¢ tekstu.

Obserwuje sie empiryczng zaleznos¢
V x n”,

gdzie 3 waha sie miedzy 0.5 a 1 w zaleznosci od zbioru tekstéw.

o Witadystaw Kuraszkiewicz, Jozef tukaszewicz (1951),
e Pierre Guiraud (1954),

e Gustav Herdan (1964),

e H. S. Heaps (1978).
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Czy prawo Herdana swiadczy o ,,0zywionym procesie” ?

If a Martian scientist sitting before his radio in Mars
accidentally received from Earth the broadcast of an
extensive speech [...], what criteria would he have to
determine whether the reception represented the effect of
animate process [...]7 It seems that [...] the only clue to
the animate origin would be this: the arrangement of the
occurrences would be neither of rigidly fixed regularity
such as frequently found in wave emissions of purely
physical origin nor yet a completely random scattering of
the same.

— George Kingsley Zipf (1965:187)
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Matpa przy maszynie do pisania

Prawa Zipfa i Herdana zaobserwujemy, jezeli kolejne litery i spacje
tekstu bedziemy uzyskiwa¢ wciskajac klawisze losowo. }

@ Benoit B. Mandelbrot (1953),
o George A. Miller (1957).
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Nowe objasnienie prawa Herdana

Udowodnie twierdzenie, ktére mozna nieformalnie wyrazi¢ w
sposdb nastepujacy, przyjmujac 8 € (0, 1):

Jezeli tekst dtugosci n opisuje > n? niezaleznych faktéw w sposéb
powtarzalny, to tekst ten zawiera > nﬁ/ log n r6znych stéw.

Do formalnego wyrazenia przyjmuje trzy postulaty:
@ Stowa beda rozumiane jako symbole nieterminalne w
najkrétszym gramatykowym kodowaniu tekstu.

@ Tekst jest emitowany przez mocno nieergodyczne zrédto
informacji o skonczonej energii.

© Fakty s3 niezaleznymi binarnymi zmiennymi losowymi
przewidywalnymi na podstawie tekstu w sposéb niezmienniczy
ze wzgledu na przesuniecia.
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Gramatyka bezkontekstowa generujaca jeden tekst

A1 — ArAAA0A4A3A7A5 )
As — AgAgApAs

A3z — AgA7Ag,As

A4 — Jeszcze_raz

G=<¢ A; — Agnam._

Ag — Sto_lat

A; — Niech

Ag — _zyje

L Ag — !_

Sto lat! Sto lat! Niech Zyje, zZyje nam.

Sto lat! Sto lat! Niech zZyje, Zyje nam.

Jeszcze raz!l Jeszcze raz! Niech zyje, Zyje nam.
Niech zyje nam.
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Rozmiar stownika i kody gramatykowe

Rozmiar stownika gramatyki:

A; — a,
V[G] :=n, jezeli G= Az = a,

ey
A, — am
Kod gramatykowy to funkcja postaci C = B(I(+)), gdzie
@ transformacja gramatykowa I : Xt — G dla kazdego napisu
w € Xt zwraca gramatyke I'(w) generujaca ten napis.
@ koder B : G — X koduje te gramatyke jako (inny) napis.

e John C. Kieffer, En-hui Yang (2000),
@ Moses Charikar, Eric Lehman, ..., Abhi Shelat (2005).
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Kody dopuszczalnie minimalne

Niech X = {0,1,...,D — 1}. Transformacje gramatykowa I oraz
kod B(F(+)) nazywam dopuszczalnie minimalnymi, jezeli

@ |B(F(w))| < |B(G)| dla kazdej gramatyki G generujacej w,
@ koder ma posta¢ B(G) = BZ(Bn(G)).
© By koduje gramatyke

G={A1 — a1,A2 = az,...., Ay = an}

jako ciag liczb catkowitych
Bn(G) := Fi(a1)DF5(a2)D...DF; (an)(D + 1),

wykorzystujac Fi(x) :=x, x € X, Fi(A;) :=D+1+4j—i,

Q@ Bs: {0} UN — X jest iniekcja, zbiér Bs({0} U N) jest

bezprzedrostkowy, |Bs(-)| jest funkcja niemalejaca i spetnia
limsup |Bs(n)|/logpn = 1.

n—oo



Sformutowanie problemu
0000000080000

Dwie klasy proceséw stochastycznych

Niech (X;)iez bedzie procesem stochastycznym na przestrzeni
(2,3, P), gdzie X; : Q — X za$ alfabet X jest przeliczalny.
Oznaczmy bloki Xm:n 1= (Xi)mgkgn-

Proces (Xi)icz nazywam mocno nieergodycznym, jezeli
istnieja zmienne (Zi)ken ~ 11D, P(Zx = 0) = P(Zx = 1) = 3,
i funkcje s, : X* — {0, 1}, k € N, takie, ze

ninolo P(Sk(xt+1;t+n) = Zk) = 1, VYt € Z.

Y = ZkeN 2—KZ\ jest mierzalna wzgl. o-ciata niezmienniczego.

Proces (X;)icz nazywam o skonczonej energii, jezeli

I:)(Xt+1:t+m = U|Xt—n:t = W) < Kc", vt € Z.
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Gtéwny wynik

Us(n) := {k € N: P (sk(X1:n) = Zk) > d}.

Twierdzenie 1

Niech (X;)iez bedzie stacjonarnym procesem mocno nieergod.
o skoncz. energii nad skoncz. alfabetem X. Przypusé¢my, ze

du
fiminf S274Ys() _ o
n—oo nB

dla pewnego B € (0,1) i 6 € (%, 1). Wéwczas

V[I’(le)]

p
B 0 1
nf’(logn)‘1> =% P>

limsup E <

n—oo

dla kazdej dopuszczalnie minimalnej transformacji gramatykowej I.
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Pierwsze skojarzone stwierdzenie

Oznaczmy informacje wzajemna miedzy n-blokami

P(X1:2n)
P(Xl:n)P(Xn+1:2n) )

E(n) = |(Xl:n;xn+1:2n) =E log

Twierdzenie 2

Niech (Xj)icz bedzie stacjonarnym procesem mocno
nieergodycznym nad skonczonym alfabetem X. Przypusémy, ze

fiminf S4Ys()

n—oo n

0

dla pewnego B € (0,1) i 6 € (%, 1). Wéwczas

: E(n)
lim sup 3 > 0.

n—oo n
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Drugie skojarzone stwierdzenie

Niech (Xj)icz bedzie stacjonarnym procesem o skorczonej energii
nad skonczonym alfabetem X. Przypusémy, ze

lim inf £

n—oco n

>0

dla pewnego 8 € (0, 1). Wéwczas

: VIF(X1n)]
limsup E (nﬂ(log :')_1

n—oo

P
) >0, p>1,

dla kazdej dopuszczalnie minimalnej transformacji gramatykowej I.
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Informacja wzajemna dla jezyka naturalnego

W oparciu o pomiary entropii warunkowej Shannona (1950) dla
tekstéw w jezyku angielskim, Hilberg (1990) sformutowat hipoteze,
ze dla odpowiedniego procesu stochastycznego modelujacego
teksty informacja wzajemna miedzy n-blokami spetnia

E(n) <n®, B=1/2.

@ Twierdzenie 2 — racjonalna motywacja hipotezy Hilberga.
o Twierdzenie 3 — z hipotezy Hilberga wynika prawo Herdana.

Ponadto Twierdzenie 1 wskazuje,
o dlaczego prawo Herdana mozna zaobserwowac dla
ttumaczenia tego samego tekstu na rézne jezyki,
o dlaczego wyktadnik w prawie Herdana moze do pewnego
stopnia zaleze¢ od tekstu.
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Entropia, pseudoentropia, dtugos¢ kodu

Okreslmy entropie n-bloku oraz intensywnos$¢ entropii
H(n) := H(X1:n) = —E log P(X1:n), h:= nE}mooH(n)/n.
Oznaczmy takze ,,pseudoentropie”
HY(n) := hn + [log 2 — 5(8)] - card Us(n).

Niech X = {0,1,...,D — 1} za§ C = B(I(-)) bedzie
dopuszczalnie minimalnym kodem. Oznaczmy jego dtugosé

H¢(n) := E |C(X1.n)| log D.
Mamy nieréwno$é
H(u) > H(n) > HY(n)
oraz réwno$¢ intensywnosci

lim HS(n)/n = nll)n;o H(n)/n = nILn;o HY(n)/n = h.

n—oo
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Dolne ograniczenie nadwyzki dtugosci kodu E(n)

Niech funkcja f : N — R spetnia limg f(k)/k = 0
oraz f(n) > 0 dla wszystkich oprécz skonczenie wielu n.
Woéweczas dla nieskoniczenie wielu n zachodzi 2f(n) — f(2n) > 0.

Z rébwnosci i nieréwnosci na poprzednim slajdzie otrzymujemy

dU EC
timinf 2995 o mep B S0 (Tw 1)
n—oo nﬁ n—oo I'IB
card Us(n E(n
liminf 75() >0 = limsup (n) >0, (Tw.?2)
n—oo nﬁ n—oo nﬁ
E EC
lim inf (n) >0 = limsup (n) >0. (Tw.3)
n—oo n,B n—oo I'IB

dla E(n) = 2H(n) — H(2n) oraz E¢(n) = 2H®(n) — H(2n).
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Gérne ograniczenie nadwyzki dtugoéci kodu E€(n)

Ec(") = E [|C(X1:n)| + |C(Xnt1:20)| — [C(X1:2n)[] log D.
Dla dopuszczalnie minimalnego kodu C = B(T'(-)),
IC(u)| + |C(v)| — [C(w)| < WoV[I(w)](1 + L(w)),

gdzie w = uv dla u,v € X*, LL(w) oznacza maksymalng dfugoéé
powtérzenia w napisie w, zas Wo = |Bs(D + 1)|.

Dla procesu o skonczonej energii (Xi)iez,

(L(Xl:n)

supE
log n

q
) < oo, q>0.
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Binarny proces wymienialny

Rozwazmy rodzine binarnych rozktadéw |ID
P(X1n = x1:n|0) = [[iL; 6(1 — )t .
Skonstruujmy proces (X;)iez taki, ze
P(X1:n = X1:m) = Jy P(X1:n = X1.0|6)7(6)d0O
dla rozktadu a priori w(6) > 0. Dla Y = lim, n™1 3" | X; mamy
P(Y <y) = [J =(6)do.

Proces (Xi)iez jest mocno nieergodyczny, poniewaz Y ma rozktad
ciagty. Jednakze blok Xj., jest warunkowo niezalezny od Xy41:2n
wzgledem sumy Sy, := > ; X;. Zatem

E(n) = I(X1:n; Xnt1:2n) = 1(Sns Xng1:20) < H(Sn) < log(n + 1).
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Proces, ktéry wymyslitem w Santa Fe Institute

Proces (X;)iez postaci
X; := (Ki, Zk,),
gdzie (Ki)icz i (Zk)ken sa niezaleznymi procesami 11D,
P(Ki = k) = k™/2/¢(87), B € (0,1),
P(Zk =2) = 3, z € {0,1}.

Interpretacja lingwistyczna

Proces (X;)iez jest ciaggiem losowych stwierdzen niesprzecznie
opisujacych stan ,wczesniej” wylosowanego obiektu (Zg)ken-
X; = (k, z) stwierdza, ze k-ty bit (Zk)ken ma wartosé¢ Zyx = z.

o Mamy card Us(n) > An®.
o Niestety alfabet X = N x {0, 1} jest nieskoiczony.
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Stacjonarne kodowanie tego procesu

Funkcje f : X — Y7 rozszerzamy do funkgji fZ : X? — Y7,
2((x)iez) = - F(x=1)f(x0)-F(x1)f(x2)...,  xi € X,

Dla miary v na (Y%, 97) definiujemy érednia stacjonarna & jako

gdzie T((yi)iez) := (Yi+1)iez jest przesunieciem.

Twierdzenie 4

Niech p = P((Xi)icz € -) dla procesu z poprzedniego slajdu.
Wezmy Y = {0, 1, 2} oraz f(k, z) := b(k)z2, gdzie
1b(k) € {0,1}7 jest rozwinieciem binarnym liczby k. Proces

o rozktadzie p o (fZ)_l spetnia zatozenie Tw. 1 dla 3 > 0.77.
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Proces mieszajacy

Proces (X;)iez postaci
Xi := (Ki, Zik;),
gdzie (Ki)iez i (Zik)icz, k € N, sa procesami niezaleznymi,
P(Ki=k) =k™8/¢(87Y), (Ki)iez ~ 1D,
za$ (Zik)iez sa tancuchami Markowa o rozkfadzie
P(Zuw =2) = 3,
P(Zik = z|Zi1x = 2) = 1 — pk.

Obiekt (Zix)ken opisywany w tekscie (X;)iez jest funkcja czasu i. J

e Mamy liminf,_ o E(n)/nB > 0 dla px < P(K; = k).
@ Stacjonarne kodowanie tego procesu jest procesem
ergodycznym i spetnia lim inf, oo E(n)/(nlog™' n)? > 0.
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@ Podsumowanie
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Czy mozemy sprawdzi¢, ktére objasnienie jest lepsze?

Matpa przy maszynie do pisania
Prawa Zipfa i Herdana zaobserwujemy, jezeli kolejne litery i spacje
tekstu bedziemy uzyskiwa¢ wciskajac klawisze losowo.

VS.

Nowe objasnienie

Jezeli tekst dtugosci n opisuje > n? niezaleznych faktéw w sposéb
powtarzalny, to tekst ten zawiera > n®/ log n réznych stéw.
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Czy mozna dobrze oszacowa¢ informacje wzajemna?

@ Wmocnié¢ Twierdzenia 1, 2 i 3:
o Rozpatrzec procesy asymptotycznie $rednio stacjonarne (AMS).
o Wyprowadzi¢ wzrost stownika prawie na pewno.
e Zastapi¢ limsup,_, . przez liminf,_, .
@ Niech C(u) bedzie najkrétszym program generujacym u.
EC(n) jest informacja algorytmiczna miedzy blokami.
o Niech (wk)ken bedzie algorytmicznie losowa liczba z (0, 1).
Zauwazmy, ze E(n) = 0 ale E(n) < n? dla X; := (K, wk;).
o Czy za pomoca pewnych kodéw uniwersalnych mozna
rozrézni¢ pewne zrédta AMS o matej vs. duzej E¢(n)?
o Czy za pomoca stownika kodéw gramatykowach mozna
rozrézni¢ pewne zrédta AMS o matej vs. duzej E¢(n)?
© Czy istniejg kody dopuszczalnie minimalne, ktére sg obliczalne
w czasie wielomianowym? (Lub dostatecznie podobne kody?)
o Niech (X;)icz bedzie binarnym processem IID. Wéwczas

VM (X1:] = Q ( hn ) dla transformacji nieredukowalnych.

logn
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Moje prace

e t. Debowski, (2010). On the Voocabulary of Grammar-Based
Codes and the Logical Consistency of Texts.
http://arxiv.org/abs/0810.3125 [v4]

e t. Debowski, (2010). Variable-Length Coding of Two-Sided
Asymptotically Mean Stationary Measures. Journal of
Theoretical Probability, 23:237-256.

o t. Debowski, (2006). On Hilberg's law and its links with
Guiraud’s law. Journal of Quantitative Linguistics, 13:81-109.

o t. Debowski, (2007). Menzerath's law for the smallest
grammars. In: P. Grzybek, R. Koehler, eds., Exact Methods in
the Study of Language and Text. Mouton de Gruyter. (77-85)

www.ipipan.waw.pl/~ldebowsk J
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