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Uwagi wstepne - sformutowanie problemu

Zastanawiajac sie nad wtasciwym zrozumieniem zadania analizy
skupien, widzianym w catej jego ogdlnosci (m.in. bez zaktadania a
priori liczby skupien),

Jon Kleinberg tak pisze w szeroko cytowanej pracy pt.

An Impossibility Theorem for Clustering (w: S. Becker, S. Thrun,
K. Obermayer (red.), Advances in Neural Information Processing
Systems (2002), str. 446-453):

there has been relatively little work aimed at reasoning about
clustering independently of any particular algorithm, objective
function, or generative data model.

| proponuje ogdlne podejscie aksjomatyczne:
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Uwagi wstepne - sformutowanie problemu

Niech S bedzie zbiorem, na ktérym dokonywane majg by¢ partycje.
Jest to dowolny zbiér skonczony, powiedzmy o licznosci n.
Odstep d (distance w oryginale) niech bedzie funkcja na iloczynie

kartezjanskim S x S o wartosciach rzeczywistych, nieujemna i taka,
ze

d(i;j) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy i =j oraz d(i;j) = d(Jj; ).
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Uwagi wstepne - sformutowanie problemu

Niech f bedzie funkcja przypisujaca kazdej funkcji odstepu d
odpowiadajaca jej partycje (funkcja klasteryzacyjna), spetniajaca
nastepujace warunki:

@ 1. Niezmienniczo$¢ wzgledem skali: Dla kazdej funkcji odstepu
d i kazdego ¢ > 0, f(d) = f(cd).

@ 2. Bogactwo mozliwych partycji: Range(f) réwny jest
zbiorowi wszystkich partycji zbioru S.

@ Niech / bedzie partycja zbioru S, za$ d; i d» dwoma odstepami
na S. Méwimy, ze ds jest /-transformacja odstepu di, jezeli
(a) dla wszystkich i, nalezacych do tego samego skupienia
partycji I, da(i,j) < di(i,J);

(b) dla wszystkich 7, j nalezacych do réznych skupien partycji
l, d2('7j) > dl(i7j)'

@ 3. Zgodnos$¢: Niech dy i do beda dwoma odstepami. Jezeli

f(di) =11 dy jest I-transformacja odstepu di, to f(dz) = I.
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Twierdzenie o niemozliwosci

Dla zadnego n > 2 nie istnieje funkcja klasteryzacyjna f,
spefniajaca warunki 1-3 (niezmienniczoéci, bogactwa i
zgodnosci).
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Zatézmy, ze dla odstepu di mamy f(d;) = {S} (tzn. partycja
zbioru S jest jedno skupienie S; odstep dj istnieje na mocy w-ku
2).

Pokazemy, ze dla dowolnego odstepu ds : f(d1) = f(d2), czyli ze
w-k 2 nie moze zachodzic.

Tym sposobem dowdd bedzie zakonczony.
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Niech ¢; = min{di(i,)) :

i,j sa réznymi elementami nalezacymi do S}

(jest to minimalna odlegtos¢ w dy).

Niech C1 = max{dx(/,J) :

i,j sa réznymi elementami nalezacymi do S}

(jest to maksymalna odlegto$¢ w d»).

Wezmy takie ¢ > 0, ze Ci/c < c1.

Zdefiniujmy taka nowa funkcje odstepu d’, ze d'(i,j) = da(i,j)/c.
Poniewaz (i jest najwigksza wartoscia d», oraz Ci/c < c1, wiec
réwniez d’(i,j) < c1. Warto$¢ ¢; jest najmniejsza dla dj, wiec
réwniez d'(i,j) < di(i;j) dla kazdych réznych i, j nalezacych do
tego samego skupienia zbioru S.

Na mocy w-ku 3 d’ jest S-transformacjg odstepu dj, czyli

f(d") = f(d1). Z kolei d’ jest przeskalowaniem d», a wiec na mocy
w-ku 1, f(d") = f(do).

Ostatecznie f(d1) = f(d2), co konczy dowdd.
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Komentarze
Komentarz trywialny

Analogiczny dowdd mozna by oprze¢ wychodzac od takiego
odstepu di, ze f(d1) = | = {{s} € S}, (tzn. partycja [ rozbija S
na "singeltony”). Znowu fatwo pokazaé, ze dla dowodnego odstepu
dr otrzymujemy f(d1) = f(d2).

Do wykazania tej tezy nalezy zwieksza¢ wartosci odstepu di
definiujac nowy odstep d’ (na mocy (3) prowadzac do otrzymania
tej samej wartosci funkcji f dla d’ co dla dy), bedacy zarazem

przeskalowanym odstepem d>. Woéwczas znowu otrzymamy
f(d) = f(d') = f(da).
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Komentarze
Komentarze ogdlniejsze

Oryginalny dowdd Kleinberga, jakkolwiek dowodzacy wiecej
niz potrzeba, jest dtugi i dos¢ ztozony. Na co wskazuje
mozliwo$¢ przeprowadzenia dowodu tak bardzo prostego, jak
pokazany, jesli nie na zte skomponowanie ogdlnych
aksjomatéw analizy skupien?

W dowodzie pokazalismy, ze warunek bogactwa nie moze by¢
spetniony, jesli spetnione s3 pozostate dwa warunki.

Ale to nie znaczy, ze warunek zgodnosci albo niezmiennoczosci
ma sens! W niezmienionej, niby ogdlnej postaci, kazdy z
wprowadzonych aksjomatéw jest bez sensu z punktu widzenia
rzeczywistego problemu analizy skupien. | tylko oraz az tyle.
Wazny cel, jaki przyswiecat Kleinbergowi (i innym), nadal
oczekuje witasciwego sformutowania i rozwigzania. Naszym
zdaniem, kluczem jest uwzglednienie potrzeby kompromisu
miedzy dopasowaniem do danych modelu uwzgledniajacego
istnienie skupien oraz ztozonos$cia tego modelu.
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Dziekujemy

DZIEKUJEMY PANSTWU ZA UWAGE
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